
Posloupnosti funkcí

De�nice 1 (bodová a stejnom¥rná konvergence). Pro posloupnost reálných
funkcí {fn} de�novaných na A ⊂ Rd a f : A→ R °íkáme, ºe

� posloupnost {fn} konverguje bodov¥ k funkci f na mnoºin¥ A (zna£íme
fn → f), pokud pro v²echna x ∈ A platí lim

n→∞
fn(x) = f(x),

� posloupnost {fn} konverguje stejnom¥rn¥ k funkci f na mnoºin¥ A
(zna£íme fn ⇒ f), pokud platí

∀ ε > 0 ∃N ∈ N ∀ x ∈ A ∀n ∈ N, n ≥ N : |fn(x)− f(x)| < ε.

� posloupnost {fn} konverguje lokáln¥ stejnom¥rn¥ k funkci f na mno-

ºin¥ A (zna£íme fn
loc
⇒ f), pokud fn ⇒ f na K pro kaºdou K ⊆ A

kompaktní.

Poznámky a p°íklady. 1. Bodovou konvergenci m·ºeme rovn¥º vyjád°it ná-
sledujícím výrokem:

∀ x ∈ A ∀ ε > 0 ∃N ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ N : |fn(x)− f(x)| < ε,

oproti stejnom¥rné konvergenci jsme prohodili po°adí kvanti�kátor·.

2. Kaºadá stejnom¥rn¥ konvergentní posloupnost konverguje i bodov¥, obrá-
cen¥ to ov²em neplatí, sta£í uváºit p°íklad A = [−1, 1], fn(x) = xn.

3. Stejnom¥rná limita spojitých funkcí je spojitá funkce.

4. Pro fn ∈ C([a, b]) a obvyklou maximovou normu ||g|| = maxx∈[a,b] |g(x)|
na C([a, b]) platí

(fn ⇒ f) ⇐⇒ (||fn − f || → 0) .

5. Pro stejnom¥rnou konvergenci m·ºeme rovn¥º formulovat Bolzano-Cauchyovu
podmínku, platí

(fn ⇒ f) ⇐⇒ (∀ ε > 0 ∃N ∈ N ∀ x ∈ A ∀m,n ∈ N, m, n ≥ N : |fn(x)− fm(x)| < ε) .

6. Analogicky k posloupnostem de�nujeme i bodovou a stejnom¥rnou konver-
genci °ad funkcí. Ozna£íme-li sn(x) =

∑n
k=1 fk(x), pak °íkáme, ºe °ada∑∞

k=1 konverguje bodov¥. resp. stejnom¥tn¥ k funkci (sou£tu) s : A → R,
pokud sn → s, resp. sn ⇒ s.

V¥ta 2 (Dini). Nech´ {fn} ⊂ C([a, b]), f ∈ C([a, b]) a nech´ dále platí

� fn → f ,

� fn(x) ≤ fn+1(x), x ∈ [a, b], n ∈ N.

Potom fn ⇒ f .
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