Posloupnosti funkci

Definice 1 (bodova a stejnomérnd konvergence). Pro posloupnost redlnijch
funkei {f,} definovangjch na A CR? a f: A — R Fikdme, Ze

e posloupnost {f,} konverguje bodové k funkci f na mnoZiné A (znacime
fn = ), pokud pro viechna x € A plati li_>m fulz) = f(2),
n oo
e posloupnost {f,} konverguje stejnomérné k funkci f na mnoZinée A

(znacime f, = f), pokud plati
Ve>03INeNVee AVne N, n>N:|f,(x) — f(z)] <e.

e posloupnost { f,} konverguje lokdlné stejnomérné k funkci f na mno-

loc
zine A (znacime f, = f), pokud f, = f na K pro kaZdou K C A
kompakini.

Poznamky a priklady. 1. Bodovou konvergenci muZeme rovnéz vyjadrit nd-
sledugicim vijrokem:

Vee AVe>03IN eNVneN n>N:|f,(x) — f(z)] <e,
oproti stejnomeérné konvergenci jsme prohodili poiadi kvantifikdtori.

2. KaZadd stejnomeérné konvergentni posloupnost konverguje i bodove, obrd-
cené to ovsem neplati, staéi wvdzit priklad A = [—1,1], fn(x) = a™.

3. Stejnomeérnd limita spojitijch funkci je spojitd funkce.

4. Pro f, € C([a,b]) a obvyklow mazimovou normu ||g|| = maxyeq s [9(z)]
na C([a, b)) plati

(fn=f) = (lfn =1l =0).

5. Pro stejnomérnou konvergenci miZeme rovnéz formulovat Bolzano-Cauchyovu
podminku, plati

(fn=f) <= Ve>03INeNVzeAVmneN mn>N:|fn(z)— fm(z)| <e).
6. Analogicky k posloupnostem definujeme i bodovou a stejnomeérnou konver-
genci Tad funkei. Oznacéime-li s,(x) = Y ._, fu(z), pak rikdme, Ze Tada

> re, konverguje bodové. resp. stejnométné k funkci (souctu) s : A — R,
pokud s, — s, resp. s, = s.

Vé&ta 2 (Dini). Necht {f,} C C([a,b]), f € C([a,b]) a necht ddle plati
¢ fu—= 1,
o f(x) < fuyi1(z), z € [a,b], n e N.

Potom f, = f.



